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Wronskien et probleme de Waring

En 1770 Edward Waring, se basant sur des calculs empiriques, pose la conjec-
ture suivante : pour un entier n naturel fixé, on peut exprimer tout entier naturel
comme somme d’au plus g(n) puissances n-iemes d’entiers naturels, g(n) ne dé-
pendant que de n. Le cas n = 2 avait déja été formulé par Fermat en 1640, Euler et
Lagrange ont traité des cas particuliers et finalement en 1909 Hilbert a pu établir
ce résultat (appelé parfois théoréeme de Hilbert-Waring).

On se propose ici de résoudre un probléme analogue dans le cadre (algébrique) des
polynomes a coefficients complexes. Plus précisément, on fixe un entier naturel n
et on étudie les équations

X = 10 + oo+ FHX),
les inconnues (fi, ..., fx) étant dans C[X]. On s’intéresse particulierement au plus
petit entier k = k(n) pour lequel cette équation possede des solutions. L’objectif
de ce probléme est de prouver que k(2) = 2 et que pour n > 3, on a l'inégalité

n < k*(n) — k(n).

On considere dorénavant que n est un entier naturel supérieur ou égal a 2.

Soient dy, - - ,d, des nombres réels. On note
1 1 ... 1
dy dy -+ d,
v(dla'“?dn)— . . .
d711—1 dg—l L dzfl
le déterminant de Vandermonde de (dy, - - - ,d,). On rappelle que
1<i<j<n

Pour tout d € R et £ > 1, on note
(@)= d(d—1)---(d—k+1),

et on introduit le déterminant

1 1 1
D(dy,--- ,dy,) = (di)s <d?)1 (d)s
@)t (d)ns o (dn)os
2
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A Propriétés élémentaires du Wronskien

1. Montrer que D(dy,--- ,d,) =V (dy, - ,d,).

On fixe a présent un intervalle I =Ja,b[ de R avec —oo < a < b < +00. Soient

fi,++, fu des fonctions de I dans R, (n — 1) fois dérivables sur I; leur Wronskien
W, (f1,- -+, fn) est la fonction définie sur I par
h(z) Pal@) e ful2)
Wo(fir-  f2)(x) = det flf”“") fZ@ f"fx)
A0 ) )
2. Montrer que le Wronskien des fonctions monodmiales (x +— ayz®),--- , (z

apxdn) est égal a

Vi(dy,- -, dy) ghtrdn=(3) IT e
i=1
3. Soit g une fonction (n — 1) fois dérivable sur I, montrer que

Wn(flga f2ga o 7fng) = gn Wn(f17 U 7fn)

4. Pour f; ne s’annulant pas sur I, montrer que

Wi fa) = 7 W ((ﬁ) (£).. (f_,)) |

B Annulation du wronskien

On note C"'(I; R) l'espace vectoriel des fonctions (n — 1) fois dérivables de I
dans R.

5. Montrer que si fi,---, f, forment une famille liée dans C" '(I; R) alors
Wo(f1,-++, fn) est identiquement nulle sur I.

6. Soit fi et fy deux éléments de C" (I; R). On suppose que Wa(f1, fo) = 0
sur I et que fifo ne sannule pas sur I. Montrer alors que f; et f, forment

une famille lie de C"~!(T; R).
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7. Donner un exemple de fonctions f;, fo formant une famille libre dans C"~(I; R)
et telles que Wa(f1, f2) = 0.

8. En utilisant la question 4 montrer que si W,,(f1, -, fn) est la fonction nulle
sur I, alors il existe un sous-intervalle J C I, sur lequel les restrictions de
fi,-++, fn & J forment une famille liée dans C"~1(J; R).

On suppose maintenant que 0 € I, que les fonctions fy,..., f, sont développables

en séries entieres au voisinage de 0, qu’elles coincident avec leur développement
sur I et qu’elles forment une famille libre de C"~!(I; R). On définit 1’ordre d’une
série enticre non nulle 37,5 a,2™ comme le plus petit entier naturel d tel que

ad%O.

9. Démontrer qu’il existe une matrice inversible A € M,,(C) telle que

(fl,...,fn)A = (gl,...,gn),

ou les gi,..., g, sont des fonctions développables en série entiere non nulles
dont les ordres dy, . . ., d,, sont deux a deux distincts. On commencera d’abord
par le cas n = 2.

On souhaite démontrer que pour ces fonctions (g, ...,¢s), il existe un réel
C # 0 tel que

Wi(g1, .- 90)(x) = O ght-+dn=(3) (14 0(1)) (1)

au voisinage de 0.

10. Traiter le cas ou pour tout ¢ =1,--- ,n,onad; >n— 1.

11. On choisit un entier a tel que pour tout ¢ =1,--- ,n, on ait d; + a > n — 1.
En utilisant la question 3 avec g(x) = 2%, montrer (1).

12. En déduire que W,,(f1,- -+, fn) est non nulle au voisinage de 0.

C Probléeme de Waring sur C[X]

Pour n fixé, on se propose d’étudier les équations
X = f1(X) +-- + [l (X),

4
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en les inconnues f1(X), -, fr(X) € C[X] et plus particulicrement le plus petit
entier k pour lequel cette équation possede des solutions. On notera ce plus petit
entier k(n). Si f appartient a C[X], on note

AF(X) = f(X +1) = f(X) et APf = A(AP1f).

Lorsque cela est nécessaire, on identifie polynomes et fonctions polynomiales asso-
ciées.

13. Montrer que A" 1(X") est de la forme aX + b avec a # 0, et en déduire que
I'ensemble des solutions de I’équation est non vide et que k(n) < n.
On notera en particulier que k(n) est fini.

14. Montrer que tout g € C[X] peut s’écrire sous la forme

9(X) = gi'(X) + - + gy (X))

15. Montrer que k(2) = 2.

Nous allons maintenant montrer que pour n > 3, n < k*(n) — k(n).
Soit X = fi'(X) + -+ fi(,,)(X) avec f; € C[X]. On considere les Wronskiens

Z1:Wk(n)(f1n,"' ,f;?(n)) et ZZZWk(n)(X7f£L7"' 7fl?(n))'
16. Montrer que Z; = Z5 puis que Z; n’est pas le polynéme nul.

17. Montrer que Z; est divisible par Hff{) fi”’k(”)“,

18. Montrer que

k(n) n)(k(n) —
deg Z, <1 —I—n(Z degfi> _ K )(k:(2 ) 1).

i=2
19. Déduire des questions 17 et 18 que

k(n)(k(n) — 1)
2

k(n)
ndeg fi < (k(n) —1) > deg fi — +1.
i=1

20. Montrer que n < k*(n) — k(n).

FIN DU PROBLEME
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