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Aspects déterministes de |'étude des matrices aléatoires

Rappels
On rappelle la formule de Stirling qui donne un équivalent de n! quand n tend vers

linfini
n! ~ \2rn /2,

On rappelle aussi que le déterminant d’une matrice M de coefficient (m; ;; 1 <14,j < n)
peut s’exprimer comme

det M = > &(0) mio(yMa,0(2) - - - Mio(n)
UGGn

ou G, est 'ensemble des permutations de {1,---,n} et (o) est la signature de la
permutation o.

I Polynomes d’Hermite
Pour tout entier naturel k£, on définit la fonction Ay par

h, : R— R

(_1)ker2 Dk(6_$2),

T — ok

—¢2

ot D*(e=**) désigne la dérivée k-iéme de la fonction g(t) = e~ prise au point t = z.

(Par convention D%(e~*") = "))

1) Calculer hy et hy et établir pour tout entier n, pour tout réel x, I'identité suivante :

2h,11(x) — 2xh,(z) + Al (z) = 0. (1)
2) En déduire que h,, est un polynéme de degré n et de coefficient dominant 1.
On admet que pour tous les entiers m et n,

/-i-oo hm(;p)hn(x)e—x? dr = {(\)/%n' 27" sim=n (2)

oo sim # n.

2
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On notera dorénavant

d, = /mn!27".

3) Montrer que pour tout réel z, I'identité suivante est satisfaite :

ﬁe_(“’_t)Q = 2" e ().
dtn o

4) Montrer que pour tout réel z, la fonction f, de la variable réelle ¢ définie par

fm(t> — e—(m—t)z 7

admet le développement en série entiére suivant, dont on précisera le rayon de

convergence,
+oo tk

fo(t) =) o 2% hyu(z) e

k=0

On considere la fonction w définie par
w: RxR-—R
(iL‘, t) NN €2rt—t2‘

Il est évident (et admis dans la suite) que w satisfait la propriété suivante : pour tout
réel x et tout réel t,

ow
o (@) = (20— 2 w(z, t) = 0. (3)

5) Etablir pour tout réel z et tout entier positif n, 'équation de récurrence suivante :
2hp1(x) — 2xhy,(x) + nhy—1(x) = 0, (4)

avec la convention h_;(x) = 0.

6) Montrer que pour tout entier n, 'identité h!, = nh,_; est satisfaite.

On pose maintenant pour tout entier k£ et pour tout réel x,
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Les égalités (2) impliquent que

/+OO Gm(x)? dz =1 et que /

—00 —

“+oo

Gm(x)on(z) dz =0, sim #n. (5)
7) Calculer ¢,,(0) et ¢! (0) pour tout entier n.

8) Pour tout entier k, tout réel x et tout réel y, exprimer

(z — y)hi(z)hi(y)

uniquement en fonction de hgi1(x), her1(y), he(x), he(y), he—1(x) et hx_1(y).

9) Etablir, pour des réels z et y distincts, les identités suivantes :

(=) 2 e Mhel) = T (a(2)hacs () — Pl acs (),
k=0 %k n—1

n—1 _m On () Pn-1(y) — Pn—1(2)Pn(y)
g)m(xm(y) = \@ r—y '

II Etude de ¢,

Dans toute cette partie, m est un entier naturel fixé. Soient 3 et v deux réels non
nuls et r une fonction continue sur R, on considere I’équation différentielle suivante :

o' (x) +~%p(x) = r(z), pour tout réel z,

p(0) = B, (S(r, 8,7))
p'(0) = 0.

10) Montrer que ’équation différentielle (S(r, 3,7)) a une solution unique dont on
donnera l'expression.
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Avec les résultats de la premiere partie, on peut montrer (et on 'admet dorénavant)
que pour tout m, ¢, est solution de I’équation différentielle suivante :

p'(z) + (4m + 1)p(z) = x22p(z), pour tout réel z,

p(0) = Gom(0), ®)
J(0) = dh(0).

11) Montrer que pour tout réel x,

Gom () = g, cos(vdm + 1) + /Ox sin( 477;1; _11_(? —9) Y dom(y) dy,
|

T

avec pour tout entier m :

(—1)™+/(2m)!

7'(% 2mm)!

Aoy =

12) Trouver un équivalent de oo, quand m tend vers l'infini.

13) Montrer que pour tout réel x, I'inégalité suivante est vérifiée :

/x sin(v4m + 1(z — y))

dm + 1

5

1 zf2
g .
VAm +1 V5

On pourra utiliser I'inégalité de Cauchy-Schwarz et les relations (5).

Y2 bom(y) dy

14) Etablir pour tout réel 2 > 0, la limite suivante :

: m 1 x
im (=1)™ /7w ms ¢2m(m

) = cos(x).

III Intégrales de déterminants

Pour tout entier N, on note K®) la fonction de R? dans R donnée par

K™ (2, y) = z ox(2) D1 (1),

pour tout (x,y) € R2
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15) Montrer, pour tout x et y dans R, les identités suivantes :

“+o00
/ KM (2, 2) KN (z,y) dz = KW (2, y),

+o0
KM (z,z) dz = N.

—0o0

Soit k un entier tel que k > 2, et o une permutation de 'ensemble {1,...%}. Pour deux
entiers i et j de {1,...k}, on note (¢, j) la transposition qui échange i et j. On fait la
convention : (i, 7) est égale a I'identité de &y, si i = j.
On pose
d=(k, o(k))oo.

16) Montrer que ¢ définit une permutation de {1,...,k} telle que 7(k) = k. Calculer
sa signature en fonction de celle de 0. (On distinguera le cas ou o(k) = k du cas

ot o(k) # k)

On note & la restriction de & a {1,--- ,k — 1}. On considére I'application 6 définie par :

09 . 6k —>6k,1

o+——0.
Soit o € G, on rappelle que

(10061} = (r € &/ 60) = 600

17) Soit o € &, établir les propriétés suivantes :

C&rdinal(&‘l({é(g)})) — {1 si o(k) =k,

k—1 sinon.

18) Montrer pour tout (zy,--- ,zx) € R¥, pour tout entier N, les identités suivantes :
) NHK (Ti, v54)  sio(k) =k,
+00
/ [T K™ (@, 20a)) day =
T =1

HK (@i, 5)) sinon.
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Si L est une fonction de R? a valeur dans R, on note pour tout (zy,--- ,x;) dans
R,
L(l’1,l‘1) L(.’L’1,£If2) L(l‘l,xk)
L(xo,21) L(xo,x
Det L(zy,- -+ ,xx) = det ( 2 ) Lz, 2)

L(zg, 1) . oo L(zg, xp)

On notera que si L est continue sur R? alors Det L est continue sur RF.

19) En utilisant Uexpression du déterminant rappelée dans les préliminaires, déduire,
des questions précédentes, que pour tout entier k > 1,

+oo
/ Det K™ (zy, -+ ap) daog = (N — k4 1) Det KM (2, -+, 25_1),

avec par convention Det KV (2, x;) = 1si k= 0.

IV Déterminants et intégrales
Pour tout entier N > 1, on note U™ la fonction de RY dans R définie par

\II(N)(:L‘l,...,xN):e_zjﬁvzlwz2 T (zi—z))%

1<i<j<N
Pour 1 < k£ < N, on note \IJ,(CN) la fonction de R* dans R définie par récurrence par
Y = o),
et pour k < N
1 oo v
\Il,(CN)(xb Cey TE) = N _% LOO \IJ,(H)l(:Ul, e Thyy) dy.
20) Soient N réels, 1, - ,xy, montrer les deux égalités suivantes :
hO(Il) hl(ZL‘l) hN—l(xl) 1 X1 ZE‘{V_I
det | : : Do = det Lo
hU(IEN) h1(IEN) hN—l(:EN) 1 N - $%_1

1<i<j<N
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21) Soient N réels (x1,---,zx), établir pour tout entier 1 < k < N, lidentité
suivante :

1
- \If,(cN)(xl, o ap) =Det KM (zy, - x).
do--dy_1

On commencera par le cas k = N.

FIN DU PROBLEME

On déduit de tout ce qui précéde, que pour tout entier k > 0 et tout (xq,...,x;) € R¥,

NETOOQN)_% . '1dN_1\III(€N)(\/‘I21_N’ o \/Q;_N) =det S(xq,- -, xp),
ou
S:R*—R
(9) — D) 2y
1%(90—?;)
(r,x) — -

Sans le savoir, vous venez de démontrer que si I'on choisit une matrice hermitienne de
taille N,« au hasard », la probabilité que k de ses valeurs propres soit dans un voisinage
de (x1,...,x) est proportionnelle a det S(xq,- -+ ,x) pour N grand. Ces considérations
sont particulierement d’actualité pour I'étude des systemes radio a plusieurs antennes
utilisés dans les « box ».

Téléchargé gratuitement sur www.prepary.fr



https://prepary.fr

