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MODELISATION FR EQUENTIELLE DE DIP OLES

Dans tout ce prolime, les vecteurs sont surmest’un chapeaa s'ils sont unitaires ou d'unedthe

@ sinon. Les nombres complexes sont soudigre € C. On noteraj = —1.

Ce probéme se propose tout d’abordetiidier un circuita amplificateur oprationnel et son appli-
cationa I'étude d’'une bobin@ air, puis de fournir une interptation du comportementéquentiel

de cette bobine. Plus @ciement, il se compose deux partiegsstrlargement ingpendantes : la
premire concerne I'existence et la stal@ldes points de fonctionnement du circauiamplificateur

opérationnel, I'oscillation auto-entretenue du circuitnt@cdelisationélectrocirgtique de la bobine ;
la seconde va justifier que dans un domaine de basses et negyeualsations, laésistance d’un fil
rectiligne est une fonction quadratique de la pulsationalurant qui 'alimente.

|. — Etude d’un circuit a amplificateur opérationnel

Dans tout le prolime, on suppose que la seule cause de fonctionnemeggiemernon-ligaire d’'un
amplificateur oprationnel est la saturation de sa tension de sortie : lesote de saturation sont
suppoges opposes et naesVsg: et —Vsat.

On rappelle qu’'un amplificateur épationnel i@al est tel que les courants d’'érdri . eti_ sont
toujours nuls et que dans la zone deelneV, —V_ = 0.
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I.A. — Etude d'un dipodle

On consiére le circuit de la figure 1 dans lequel 'amplifi-
cateur ogrationnel est suppésdeal.

Ry
I, ‘
N - ~ {>
4 1 — Dans I'hypotlese d’'un fonctionnement &l de y
I'amplificateur ogerationnel ené&gime lireaire, @&terminer Ry
I'impédance d’enfre Z. = V/le du circuit de la figure 1.
R;

Tracer la partie de la caragistiqueVe = f(le) en regime
linéaire : on exprimera les limites du domaine de vadidie
Ve en fonction d&/sai, R etRs b

FiG. 1 — Montagea amplificateur

4 2 — Compkter la caraé@ristiqueVe = f(le) du circuit de la figure 1 dans leggions qui corres-
pondenta un fonctionnement non-lgaire de I'amplificateur dgrationnel : on donnera les expressions
Ve = f(le) correspondantes en justifiangpi€ment les domaines d sur lesquels elles sont valides.
On pecisera les points remarquables.

|.B. — Visualisation experimentale de la caracéristique du dipdle

On consi@rea present le montage de la figure 2.

Ce dernier est celui de la figure 1 auquel on a ra-
jouté une ésistanc&y et un gererateur de fonction L
idéal qui celivre une tensiofk(t). ’[

Lorsque la tension du é&perateur est continueE(t)
E(t) = Eg = cste, le coupl€V, le) prend la valeur -

/////////

(Veo, len). Ce point de la caraetistiqueVe = f(le) R, R,
est appe point de fonctionnemeratu circuit. .
L'amplificateur ogerationnel est encore sup@os

idéal. FIG. 2 — Montage avec erée

‘A4 3 — Indiguer comment le montage de la figure 2 permet une visialisa I'oscilloscope de la
caraceéristiqueVe = f(le) : on precisera les branchemeriteffectuer et legventuelles pgcautions
magriellesa prendre.

d 4 — Etudier en fonction de la valeur dRy, les differentes possibikis pour le point de fonctionne-
ment du circuit dans le cd&s = 0V.

|.C. — Stabilité du point de fonctionnement

Lorsque I'on ealise exprimentalement le montage de la figure 2 affee: OV et Ry < R{R3/Ry,
on constate que le point de fonctionnement du montage seetraxbitrairement soit en un point
M(leo,,Veo,) @SSOGE & un courante, négatif, soit en un poinP(ley,, Veo,) assoa@ a un couranteg,
positif. Ces deux points sont distincts eépentent la propgie d’étre synétriques I'un de I'autre par
rapporta I'origine O du plan (e, Ve).

‘A1 5 — Dans quel egime se trouve I'amplificateur épationnel si le point de fonctionnement du
montage est sitienM ou enP ? On justifiera la&ponse en g@cisant les coordom@es de ces points.
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Pour expliquer que les seuls points de fonctionnement sidkies

soient les pointd/ ou P lorsqueRy < RiR3/R> etE = 0V, on ne

peut plus supposer que I'amplificateurepgtionnel soit de gain

infini. Dans le Egime lireaire, on peut le madiser comme in-

diqué sur la figure 3 : les courants d'eni, eti_ sont toujours | () -
nuls, mais(t) =V; —V_ # 0. Dans ce&gime et pour des signaux ()
sinusddaux, on peut magliser 'amplificateur oprationnel par— |~ b
une relation entre les refgentations complexes dé) etVs(t) :

Ao _ FiG. 3— Amplificateur oprationnel
— E(jw) reel
1+j—
Wy

Vs(jow) =

'd 6 — Rappeler les ordres de grandeurs des constagtes fo = wp/2m pour un amplificateur
opérationnel usuel. En utilisant la melisation de I'amplificateur dgrationnel éfinie par la figure 3,
établir 'équation diferentielle \erifiee en egime liréaire par le courant(t) du montage de la figure
2 dans le caswE(t) = OV. On utilisera les paragéiresAg, wy, Ry, Ry etA=R3/(Rx+ Rg).

4 7—En prenant en compte le fait g@é\, > 1, montrer que, Bquation diférentielle de la question
6 permet de justifier I'observation egpmentale relative aux points de fonctionnement. Exm@iqu
gualitativement, commenté&tablit le basculement veld ou P.

|.D. — Realisation d’'un oscillateur

L'amplificateur og@rationnel esh nouveau suppésideal.
On adjoint maintenant au circuit de la figure 1 une R
résistancer, un condensatel et une bobine idale d’in-
ductance. pour obtenir le montage de la figure 4.

' 8 — Ecrire I'equation diférentielle egissant le courant

le traversant la@sistancdrk en supposant que le circuit de la
figure 1 soit modlisable en prengire approximation par un C Ve —
dipble d'impédanceZe calcukea la question 1. R
J 9 —A guelle condition le montage de la figure 4 | R R;

est-il le sege d'une oscillation purement sinidale ?
Que vaut alors la &quencef; d'oscillation? La condi-
tion precedente rétant jamais rigoureusemergalisable Fig. 4 — Oscillateura amplificateur
experimentalement, indiquer quelle condition on constategpzarationnel

effectivement le @marrage d’une oscillation.

| o

ececcccd

‘A1 10 — En fait, la bobine pesente dans le montage de la figure 4 est une babaiede esistance
rp et d'inductance.. Quelle est I'origine physique du terme dssistancey, ?

On constate exgrimentalement que la valeur de lesistance, de la bobinea air cepend de la
pulsationw du courant sinugdal qui la parcourt. Dans un domaine de basse et moyennatiouls
la dependance &quentielle dey, s'écrit :

rp(w) =ro (14 a w?) (1)

Typiguement, pour une bobirgeair d’'inductancegalea 100 mH comprenant 1000 spiréparties
sur plusieurs couches, la loignédente est &s bien rifiee pourw < 2,00 x 10*rads™; on trouve
experimentalementy =92,0Q eta = 5,00 x 10102

‘A1 11 — Comment pourrait-org I'aide du montage de la figure 4, valider kp@ndance quadratique
en la pulsation de,(w) ? On cecrira avec soin le protocole expmental propas. Estimer la variation
relative de la @sistance, de la bobinex air pecdente compa@e de 1000 spires pour des pulsations
variant de & 200 x 10*rads 1.
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|.E. — Mod eélisation électrocinétique de la bobine

On souhaite traduire le comportemeréduentiel de la bo- R,
bine de la figure 4 par la métlsationélectrociretique de _— —
la figure 5. On fixag =92,0Q, L = 100 mH, le pararetre / ”
de cette modlisationétant I'expression et la valeur de la W) ]
résistancezy,.

FiG. 5 — Bobine eelle

4 12 —Montrer que, sous les hypatheso < R, et L2w? <« R% la loi experimentale de Bquation
(1) est compatible avec l'ingdlance complex&(w) du dipdle de la figure 5. On exprimeiR, en

fonction dea, rp et L et on calculera sa valeur n@mque. \érifier a posteriori les hypoéises de
calcul pour des pulsations variant d&@,00 x 10* rads ™.

1 13 —On consi@re le montage de la figure Bcrire 'equation diferentielle egissant le courant
le en supposant toujours que le circuit de la figure 1 soit &isdble en prengire approximation
par un diple d'impédanceZe calcukea la question 1 mais en remplacant la bobingaid par sa
mocklisationélectrociretique @finiea la figure 5. Cettéquation diférentielle ser&tablie sans faire
les hypotleéses de la question 12.

4 14 — Simplifier I'équation diferentielle de la question 13 en corimidnt que simultagment
ro < Rp et(R+Ze) < Rp. On pesentera Bquation simplifee sous la forme

d?le dle 1
L—%+Rr—+=le=0 2
az T Tgr T 2)
dans laquelle on exprimeRy en fonction deR, Ze, ro, Rp, L etC. Donner I'expression du coefficient

de qualie Q et de la pulsation propreyp du circuitRt L C série équivalenta celui de la figure 4.

1 15 —Dans le caRr < 0 etR2 < 4L/C, exprimer la solution grérale de [equation diférentielle
(2) en fonction d&) etay. Tracer 'allure ddg(t) correspondante. Que se passe-t-il lordgpie- 0~ ?
Interpeter alors I'expression der a I'aide de lequation (1).

|.F. — Stabilisation de I'amplitude des oscillations

‘A1 16 — On consi@re encore le montage de la figure 4. Dans le aasadoobinea air est une
inductance iédaleL, comment seéécrit I'equation diferentielle (2) ? Que vaut aloR ? Dans quel
type d’oscillations se trouve I'amplitude du courdnsi Rr < 07?

4 17 — On constate exgrimentalement que sous la conditiBn < 0, une oscillation d’amplitude
constante appaitaapes un egime transitoire. Quelle est I'origine physique de la tation de I'am-
plitude des oscillations ? Cette limitation apg&elle dans lequation diferentielle de la question
167

Jd 18 — Afin de mieux comprendre le @canisme de stabilisation de I'amplitude des oscillations
on se propose de tenir compte du cageetnon-ligaire de la caraétistiqueVe = f(le) établie dans

la question 2. Pour ce faire, on n&lide cette caraétistique par un polydme du troistme dege
passant par lesézos de la caraétistique et ayant Bme pentea I'origine : determiner dans ces
conditions I'expression d¥. en fonction dde.

4 19 —Réeécrire I'equation diferentielle egissant le courang(t) en incorporant I'expression de la
caracéristiqgue @termiree dans la questiong@®edente. Intergter qualitativement la stabilisation de
I'amplitude delg(t).

FIN DE LA PARTIE |
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Il. — Comportement fr equentiel d’un fil conducteur

Pour expliguer le comportementefjuentiel de la bobina air,

on se propose de méliser le comportementéguentiel du fil de
cuivre avec lequel elle estalie : on supposera dans cette partie
gue le fil n’est pas enroé@lautour d’'un cylindre pour former la bo- —
bine, maisétendu en ligne droite. Pour ce faire, coisihs (cf. (\,9

—

figure 6) un conducteur ohmique cylindrique de condu@iait I

de rayona, illimit & suivant son axe dévolutionOz On adopte 0 M (0,2)
un syséme de coordorées cylindriques d’ax®z de base ortho- it
normée directe @, Ug, Uy) : un pointM est re@ré par ses co- \79/' <ﬁ§
ordonrees cylindriquesr( 0, z). Ce conducteur est parcouru par. ™

un courant (t) = lpcog wt) orienk positivement dans le se@z.’, |
croissant. La distribution de courant correspondante estite '
par le vecteur deng&tvolumique de couranF(r, 6,zt) dont la
repiésentation complexe&rit J (r,0,zt). FIG. 6 — Le fil conducteur

Dans le systme de coordorées cylindriques, le rotationnel d’'un champ de vectedrs- Ve Gy +
VpUg + V,0, S'écrit

oty = oz o )T Tar " ae) ™

roe adz

H H v -~ 1 ] ot 17 H
le laplacien vectoriel d’'un champ de vecteMvs= W, n’ayant qu’'une composante selons’ecrit

— (dz\/\/z 10W, 192\, azvvz>A

AW = o2 "rar Tr2aee T a2 )Y

. —
Par ailleurs, on rappelle que pour tout champ de vect&urs
[N _— —_
— . = —
rot (rot X) = grad(dNX) —AX

Pour les applications nueiques, on utilisera les valeurs suivantes :

a=2,50x10"%m, 0=5,80x10'Q tm™ po=4mx10"Hm™, &=(36m) 1x10°Fm™
Finalement, on noterg(r,e,z,t) le champélectrique, etE(r,G,z,t) sa repéesentation complexe,
ainsi queﬁ(r, 8,z 1) le champ magetique etE(r, 0,zt) sa repésentation complexe.

'd 20 — Montrer quej(r, 8,z,t) ne cepend spatialement que de la variahl&xpliquer qualitati-
vement pourquoi I'on recherche une distribution de courammt uniforme. Dans la suite, dtrira
J(r,0,zt) = J(r)d“G,

'd 21 — La pulsationw du courant sinugdal I(t) alimentant le conducteugtant inkrieurea

2,00 x 10* rads™1, justifier I'utilisation de I'approximation destgimes quasi-stationnaires dans
la suite des questions de cette partie.

'd 22 —En precisant clairement lestapes de votre raisonnemegtiablir I'equation diferentielle du
second ordreérifiee pard(r). En posant

[ 2 r a
0= uoo_wv )\r—57 et)\a_S;

établir 'équation diferentielle erifiee par la fonctios = J/J(0) de la variable\,. Calculer la valeur
maximale de\? pour des pulsations variant d&® 00 x 10* rads . Dans la suite du probme, sur
lintervalle de pulsations congiées, on suppose qué < 1 dés que < a.
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'd 23 —On fait I'nypothese ques(A;) est une fonction paire. On admet que la solution chesae
I’ équation diferentielle de la question @edente se met sous la forme

~+00
GA) =% gn Al
)= 2l

Donner la relation liangn etgn-—» pour toutn > 2. En ceduire que

30 l1e iz Laad e 6
J(A) =J(0) {Hz’\f 16 288’\f+°(/\f>]

'd 24 — En supposant dans toute la suite du peofd quel(0) soit en fait une quangétJ, réelle,
déduire de la question peedente I'expressiom I'ordre 4 enA; du champélectrigue complexe
E(r, 0,z,t) al'intérieur du conducteur. On donné¥galement I'expressioreelle deE)(r, 0,z1).

41 25 —Montrer que la valeur moyenne temporelleldé) s’écrit

<12(t) >= % (Jo1a?)” [1+ KAZ +0(AZ)]

ou K est un facteur nuérique que I'on pecisera.

Jd 26 — Préciser, en la justifiant, la direction et |@gendance via vis des variables d’espace du
’ - _> ’ . by - Pl - - Ve .

champ magatique B (r, 8,z t). Déterminera l'intérieur du conducteur, I'expression de la quantit

oJ rE(r,@,z,t) a l'ordre 4 enA; (on pourra supposer que le module du champ ratgue reste
oJo

borré enr = 0). En ceduire celles deE(r, 0,zt) et de§>(r, 0,zt).

d 27 —Que repesente la quanﬁtj) E? Quelle est son ur@t? Definir par une inkgrale ¢ue I'on
ne cherchera paa calcule) la puissancd(t) ceédee par le champlectromagétiquea une portion
de longueur selonOzdu conducteur ohmique.

Pour la suite du probme, on admet que la valeur moyenne temporellg (¢ s'écrit

1 1malrJ?
< Pp(t) >= é 0

1
1+ A4 +0(A3)

1 28 —On cEfinit la résistancér, d’'une portion de longueutrselonOzdu conducteur ohmique par :

_ <P(t) >

R =—2/7
T >

Justifier la @finition choisie. Calculea I'ordre 4 em\; I'expression ddR,. Donner I'expressioR (w)
deR, en fonction de la pulsatio@ du courant (t) parcourant le conducteur ohmique. Commenter le
résultat et le comparer @cimenta 'expression dep(w) définie dans Equation (1). Proposer une
interpétation.

1 29 — Calculera l'ordre 4 enA, la valeur moyenne temporelle @ > du flux du vecteur de
Poyntinga travers une portion de longudule la surface |&rale du conducteur origge localement
selon—G; : on exprimera le&sultat en fonction déy, a, ¢, o et d. En ceduirea I'ordre 4 end,, une
expression de la quargitc ® > / < 12(t) >. Interpéter avec soin lesultat obtenu.

FIN DE LA PARTIE Il
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