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MATHEMATIQUES

DUREE: 4 HEURES

Pour les épreuves d’admissibilité, l'usage de calculatrices électroniques de poche a alimentation
autonome, non imprimantes et sans document d’accompagnement, est autorisé, une seule a la fois
étant admise sur la table ou le poste de travail, et aucun n’échange n’est autorisé entre les candidats.

Pour tout entier m € N, on note C™(R; C) 'espace vectoriel des fonctions
de classe C™ sur R & valeurs complexes. Soit T un réel strictement positif. On
définit I'espace vectoriel Ey par

Eo = {f:R — C, T-périodique et continue par morceaux },

et pour k € N,
Fk:{ f e C*R:C), T-périodique } .

On munit espace vectoriel £y du produit scalaire hermitien (-|-) et des
normes || - [l1, ]| - ]z et || - ||c définies comme suit :

, L ,
Flo= | TOewd  pour (7,9) € Fo x Eo

1

2

A 17 ) |
dt, |lf|2={zf/0 F(0) dt} - il = sup 150}

RS B
\Ifillzf/o ()

Etant donné g € Ey, on pose pour tout f € FEg et z € R,

T
af@ =g [ ee-nfwa

Le but de ce probleme est d’étudier les propriétés de I'opérateur 4, : f — A, f
défini sur Ey en fonction de la régularité et de 'intégrabilité de g.

Tournez la page S.V.P.

Téléchargé gratuitement sur  www.prepary.fr



https://prepary.fr

Partie I

1.1 Soit g € Ey a valeurs réelles, telle qu’en tout point zp, g soit continue a
droite ou continue & gauche. On suppose que pour toute fonction f dans
Ey a valeurs réelles satisfaisant f > 0, on a Ay f > 0. Montrer que g > 0.

1.2 Montrer que si (f,g) € Eg x Ep, alors A, f = A;g.
1.3 Soit go € Ep définie sur [0,7] par go(t) = 1 si ¢t € [0,T/2[, et go(t) = 0 sl
t € [T/2,T[. Soit f € Ep, et f définie sur R par
for=7 [ swa
o) = T . .

1.3.1 Exprimer Ay, f a 'aide de la fonction f
1.3.2 Montrer que Ay f appartient a Fg.

1.4 Montrer que si (f,g) € Eg x Ep, alors A, f € Fp.
.5 Etude des propriétés de régularité de A, f :

1.5.1 Soient k € N, g € Fj. et f € Fy. Montrer que A, f € F}.
1.5.2 Soient (k,¢) € N®, g € Fy et f € F;. Montrer que A,f € Fii¢.

1.6 Ftant donnée f € Ej, on introduit ses coefficients de Fourier

2imnt

T
cn(f):%/o f(t)exp(— T )dt, n € Z.

Montrer que pour (f,g) € Ey X Ep, on a

cn (Agf) = cal(f)en(g),  pour tout n € Z.

1.7 Soit g € Eg et A € C\ {0} donnés.

1.7.1 Montrer que Card {n € Z, ¢c,(g) = A} est fini.

1.7.2 A, étant considéré comme un endomorphisme de Ey, montrer que
Ker(A, — AE,) est de dimension finie.

1.7.3 Soit V un sous-espace vectoriel de Ey de dimension finie, stable par
Ag, tel que la restriction Agly de A, a V' soit diagonalisable.

Caractériser V.
I.8 Existe-t-il g € Fp tel que A4|Fp, soit bijective de Fy sur Fp 7

1.9 Soit g € Eg. Montrer que

sup  Agfll =
feEL. |iflia=1

3

up len(g)l-

Z
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Partie I1

Dans cette partie, on étudie les propriétés de la famille (Ay, )c¢jo,7/2; d’endo-
morphismes de Eg, ot k. € Ey est la fonction a valeurs réelles impaire satis-

faisant )
0 si yel0.eu{T/2}

ke(y) = 1 .
; si y€le,T/2f

On introduit la suite (@, )nex définie par

TTn M
sinu
Qp = du, n € N.

o u

I1.1 Calculer la norme
LA

et en déterminer un équivalent lorsque ¢ tend vers Q.

I1.2 Soit f € Fy et pp € N tel que py > 2/T.
Pour tout p € N tel que p > pg, on note

&, = Ay, f

Montrer que (®p)p>p, converge uniformément sur [0,7] (on note Af sa
limite). Montrer que A est une application linéaire de Fy dans Fy.

11.3 Etant donnée f € F}, calculer les coeflicients de Fourier de Af en fonction
des an, n € N, et des coeflicients de Fourier de f.

I1.4 Etude de la suite (@, )nen :

I1.4.1 Montrer que la suite (aan)}nen €St croissante, puis que (Qzn+1)nen
est décroissante.
I1.4.2 Montrer l'existence de £ > 0 tel que (@, )nen converge vers £ lorsque
n tend vers +oc.
11.4.3 En déduire que
sup a, = Q1.
neN
I1.5 Calculer
sup [ f]l2.
feF||fliz=1
II.6 Soit f € Ey. Constuire une suite {f,)pen d’éléments de Fy telle que
(frn)nex converge vers f en moyenne quadratique dans Ey et
lim supl|Afp-p— Afalle =0.

NS peN

Peut-on en déduire un résultat de convergence en moyenne quadratique

pour la suite (Af, ) nen 7
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