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Dans tout le probléme, on dit qu'une fonction f définie sur R" et a valeurs
dans R est coercive si et seulement si elle est continue et vérifie

lim f(x) =400
||z[|—+o00
ol la norme de x correspond a la norme euclidienne sur R".

L’objectif du probléme est d’étudier certains exemples de fonctions coer-
cives, de montrer en particulier qu’elles possédent toujours un ou plusieurs
minimum global et d’en étudier des méthodes d’approximation. Le préam-
bule contient un résultat utilisé tout au long du probléme. Les quatre parties
sont assez largement indépendantes.

On note (., .) le produit scalaire euclidien sur R" et pour toute fonction f
de classe C' de R™ dans R, V f(z) le vecteur gradient de f au point x formé

des dérivées partielles ).
vées p c%:i( )

PREAMBULE

1. Soit f une fonction coercive de R™ dans R. Montrer qu’il existe un réel
M > 0 tel que si ||z|| > M, alors

flx) = | f0)]+1.

2. En déduire qu’il existe un élément x* € R" tel que
vee R, f(z") < f(z) .
On dit alors que z* est un minimum global de f sur R™.

3. On suppose de plus que f est de classe C! sur R™. Que peut-on dire de
Vf(x*)?
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PARTIE 1
Dans cette partie, on considére la fonction g de R? dans R telle que

Ve e R g(x) = %(Aa:,x) — (b,x)
ou b € R? et A € M3(R) est une matrice symétrique telle que

3C >0, VreR? (Az,z)>C|l2||*.
4. Montrer que g est coercive.
5. Montrer que g est de classe C* de R® dans R et que
Vyg(z) =Azx —b.

En déduire que g posséde un unique minimum global noté x*.

6. On considére la suite (ug)ren d’éléments de R3 telle que up € R? quel-
conque et
VE €N, up1 =up —aVg(ug)

ol « est un réel positif fixé. Montrer que
Uy — = (I3 — aA)(up — x¥)
ou I3 désigne la matrice identité de taille 3.

7. On note L la plus grande valeur propre de A (en valeur absolue). Montrer
que si o €]0, 2], alors la suite (ug)ren est convergente vers z*.

PARTIE 2
Dans cette partie , on considére la fonction h de R dans R telle que
Vr € R, h(z)=2".

On s’intéresse aux suite réelles (x)ren, appelées suites de descente par
gradient de h, définies de la maniére suivante :

xo € R et VkeN, xpy1 = xp + €ty
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avec
1 si z,<0

€ = —1 si zp>0
0 si z=0
et ol t; est un réel choisi dans 'intervalle |0, 2|zg|[ si zx # 0 et tx = 0 si
T = 0.

8. Montrer que si (zx)ren est une suite de descente par gradient de h, alors

Vk € N, h(xkﬂ) < h([Ek) .

9. On consideére la suite (vy)ren telle que vy = 2 et

1
Ukt = Uk = 53y -

Montrer que (vy)ren est une suite de descente par gradient pour la fonction
h qui ne converge pas vers le minimum global de h.

10. On considére la suite (wy)ren telle que wy = 2 et

3

Wi41 = Wk + (_1)k+1(2 T 2k+1) :

Montrer que (wy)ren est une suite de descente par gradient pour la fonction
h non convergente.

PARTIE 3.

Soit € R et f une fonction de classe C' de R™ dans R. On note
D,={deR", || =1et (d V() <0}

11. Montrer que D, est non vide si V f(z) # 0 et que si d € D,, alors

Ty ={teR, flz+td)< f(x)}

est également non vide.
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On considére une suite (z;)ren a valeurs dans R” telle que

To € R" et Vke N, Tpy1 = T + trdy (1)

avec

dy € l)g[;,c et . € Tdk@k si Vf(.il?k) 7é 0
dk:Oettk:051Vf(xk):0

On dit alors que (zp)ren est une suite de descente par gradient pour la
fonction f.

12. Vérifier que la définition précédente coincide bien avec la définition des
suites de descente par gradient donnée dans la partie 2 pour la fonction
particuliére h.

13. Dans le cas général, montrer que si f est de plus une fonction coercive,
alors la suite (f(x))ren est convergente et la suite (x)ren est bornée.

14. On reprend dans cette questions les notations et définitions de la partie 1.
Montrer que lorsque o appartient a un intervalle de R qu’on déterminera,
la suite (ug)ken est une suite de descente par gradient pour la fonction g. On
pourra commencer par montrer que

1
9(unsa) — glug) = —allry| * + 5042(147%77%)
avec 1, = Vg(uyg).
PARTIE 4.
Dans toute cette partie, f désigne une fonction de classe C!, coercive de R"

dans R et (71 )ren une suite de descente par gradient pour la fonction f (c’est
a dire définie par la relation (1) de la partie 3).

15. On suppose que la suite (z)ren vérifie de plus la condition suivante :

VEEN,  [fera) < flaw) + mate(dy, V f () (2)

ot my est un réel fixé dans |0, 1]
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Montrer que pour toute suite de descente par gradient vérifiant la condi-
tion (2), la série de terme général (tx(dg, V f(2r)))ren est minorée puis que

16. On suppose que la suite (zy)ren de descente par gradient de f vérifie la
condition (2) et la condition supplémentaire suivante :

VE € N, t > min(Cy, Co|(dy, Vf(xx))]) (3)
ou (' et (5 sont deux réels strictement positifs. Montrer que

17. On suppose que la suite (zy)ren de descente par gradient de f vérifie les
conditions (2), (3) et que si V f(z) # 0,

BV f(xy)

1BV f ()|

ol B est une matrice symétrique de taille n dont les valeurs propres sont
strictement positives. Montrer que

dy = —

k——+o00

18. On suppose dans cette question et la suivante que n = 1 et de plus que
f est coercive, de classe C? et strictement convexe, c’est a dire :

V(w1,15) € R?, VA €]0,1], 21 # 29 = fAz+(1=XN)aa) < Mf(1)+(1=N) f(22) -
Montrer que f posséde un unique minimum global z* sur R.

19. Les hypothéses de la question précédente sont conservées. A partir d’un
réel xy quelconque, proposer un algorithme de construction d’une suite (xy)ken
de descente par gradient pour la fonction f qui vérifie les conditions (2) et
(3). En déduire qu’une telle suite est convergente vers 'unique minimum glo-
bal de f (on admettra que de toute suite réelle bornée on peut extraire une
sous suite convergente et que si toutes ces sous-suites convergentes posseédent
une méme limite, alors la suite est convergente).
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