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Si, au cours de éprewve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le
signale sur sa copie et poursuit sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il est
amené a prendre.
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On note N l'ensemble des entiers naturels, R ’ensemble des nombres réels, R, 1’ensemble
des nombres réels positifs ou nuls, R* l'ensemble des nombres réels strictement positifs, R*
I'ensemble des nombres réels strictement négatifs, et R* = R — {0}.

Pour [ intervalle de R, on note C(I) '’ensemble des fonctions continues sur I a valeurs dans

R. Pour une fonction f continue et bornée sur I, on pose || f||co = sup,ey |f(x)].

On note pour x € Ry et m € R

On pourra librement utiliser la formule T(0) = 4
1. a) Montrer que si € R% et m € R, 'intégrale qui définit T;,,(x) est convergente.
b) Quel est l'intervalle A des m € R tels que l'intégrale qui définit 7,,(0) est convergente ?
c) Calculer T5;(0) et Tor11(0) pour k¥ € N (en fonction de k! et (2k)!).
2. a) Soit m € A. Montrer que T}, est continue sur R.

b) Soit m € R. Montrer que T}, est continue sur R*.

c) Montrer que pour z € R* et m € R,
1
Ton(z) > 671/ e/t dt.
0

En déduire la valeur de lim,_,o+ T;,(x) lorsque m ¢ A, en utilisant le changement de variable
w = z/t.

3. a) Soit m € R. Montrer que T}, est de Classe C' sur R*, et calculer T, en fonction de
Tr1.

b) Soit m € R. La fonction T}, est-elle de classe C° sur R% ? Quel est le sens de variation
de Ty, sur R% ? La fonction T}, est-elle convexe sur R ?

c) Discuter en fonction de m € R la dérivabilité & droite de T, en 0.

4. a) Soit x € R* et m € R. Calculer T),,(x) en fonction de T},—s(x) et T5,,—3(x). On pourra
pour cela considérer la quantité

B 2
/ (2t — x/t2) e T/ gt
A

pour 0 < A < B.

b) Soit m € R. trouver une relation entre z T}/ (x), T} () et Tp,(x) pour z € R
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5. a) Soit x € R* et m € R. Effectuer le changement de variable ¢ = 1/u dans I'intégrale qui
définit T;,. On justifiera soigneusement le calcul.

b) Soit n € N. Justifier I'existence de la quantité [;°u" e du et la calculer.

c) Montrer que pour m € N—{0,1}, T_,,(1) < (m — 2)!.

d) Soit k € N. Montrer que le rayon de convergence R de la série entiére > 22 ﬁ}?n Ti—pn(1) 2"
vérifie R > 1.

e) Soit k € N. Montrer que pour z €] — 1, 1],
o (=1)"

Te(l+z) =) 1 Ti—n(1) 2™
n=0 :

6. Pour t,z € R*  on pose g(t,r) = t> + z/t.

a) Montrer que pour € R%, la fonction t € RY — g(t, ) est convexe et admet un unique
minimum en ¢ = M (x), que 'on déterminera. Calculer g(M (x),x).

b) Soit m € Ry, et € R*. Montrer en utilisant I'inégalité M(z) < /3 que

zl/3 0o 2
Tm(z) < / tm =90 gt 4 =107 (/ ™ e~ dt).
0 21/3
c¢) Montrer que pour tout € > 0 (et m € Ry ), on peut trouver C' > 0 tel que
VE>1, M <COtet.

En déduire que pour tout € > 0,

[oe] 2
([T R ) = 0 )
x

1/3

d) Montrer que
Tm(x) _ Oz—»oo(x% e—3 (1/2)2/3).

7. a) Montrer que pour z € R,

1 o)
Tfl(x) S/ 61/u2d_u+/ e LU d_u
1

0 u

En déduire que T_1(x) <2 pour z > 1 et que

si0<x<1.

b) Soit L € [0,1], et p € C([0, L]). On pose
L
(FE)e) = [ o) 1o = vl)dy.

3
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Montrer que [F'(p)](x) est bien définie pour x € [0, L] et que
1 (p)lloo < (4L + 2L [In L) [[pl|oo-

8. Soit L > 0, p € C([0, L]), et go continue et intégrable sur Ry. On pose pour z € [0, L] et
veR":

2 6_v2 L z—y
g(z,v) = 77 ol /w ply)e” = dy, st v<0,

2 6_v2 z z—y z
T,0) = — —— e v dy+go(v)e v, si v > 0.
o) = =T [ o) e dy+ o)
a) Montrer que o : z € [0, L] — [5° go(v) e~ dv définit une fonction de C([0, L]).

b) Montrer que pour v € R*, la fonction x € [0, L] — g(z,v) est de classe C! sur [0, L] et

. 0g B 2 2
Vz €[0,L],v € R", vam(x,v)—p(w)ﬁe 9(z,v),

Vo e RY,  ¢(0,v) = go(v), Vo e R, g(L,v)=0.

9. On admet dans cette question le théoréme suivant : Soit L > 0. Si H est une application
de C([0, L]) dans C([0, L]) vérifiant

k€ [0,1[, Vp1,p2 € C([0,L]),  |[H(p1) — H(p2)llow < Ellp1 — p2lloo;

alors il existe un unique p € C([0, L]) tel que H(p) = p.

a) Soit L > 0 et @ € C([0,L]). Montrer que si L €]0,1/20], il existe une unique fonction
p € C([0, L]) telle que

- - 2 L
vrel0.Ll, () =)+ /0 () T (|2 — yl) dy.

b) Soit L €]0,1/20], et go continue et intégrable sur R;. Montrer qu’il existe une fonction g
de [0, L] x R dans R telle que

Vo € R*, G(-,v) est de classe C! sur [0, L],

Vz € [0,L], g(z,-) est intégrable sur R} et R*,

2

g(x,w) dw+/ g(x,w) dw) —e*UQ—Q(x,v),

R* ™

. 99 _
Vz €0, L],v € R, va—x(x,v)—</R

"
Vo e RL,  §(0,v) = go(v), Vo e R, g(L,v)=0.

L’équation pour laquelle on a démontré un théoréme d’existence est un modéle simplifié pour
I’acoustique des gaz raréfiés.
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