X-ENS 2015

Notations

— Pour z € C, R(z) et I(z) désignent les parties réelle et imaginaire de z.
— Pour n € N*, on identifie les vecteurs de R™ et les éléments de M,, 1 (R).

Ul V1 UU3 — UV
— Pour u = U9 et v = V9 deux vecteurs de R3, u A v = uU3V1 — U1V3 désigne le
us V3 U1V — UV1

produit vectoriel de v et v. On pourra utiliser librement la formule du double produit vectoriel
Y(u,v,w) ER* x R3 xR uA (v Aw) = (u-w)v— (u-v)w

— Pour n € N* et (u,v) € R" x R", u - v désigne le produit scalaire euclidien de u et v et
Jull = Vu-u.
— Soit I un intervalle de R. Lorsque f est définie sur I x R, on note f(¢,.) : x — f(t,z) et
f(,x) : t— f(t,x) les applications partielles correspondantes.
— Une application définie de R dans M, x(R) est de classe C? si ses fonctions coordonnées le
sont.
— I3 désigne la matrice carrée identité de taille 3.
— Pour 0 € R, on note
cos(f) —sin(f) 1
R(#) = sin(f#) cos(d) O
0 0 1

Partie 1
Soit a € R. On dit que f est une solution de I’équation (E,) si f € C?(R,C) et

f(@)
2

(Ba) Vo €R, f@)+ 2 @)+ 12l f@)? +1) =0

Dans les question 1 a 7 de la partie I, on suppose que o > 0. De plus, on suppose qu’il existe une
solution f de (E,) qui vérifie f(0) =1 et f(0) = 0.

1. On pose F1 = R(f) et fo = I(f). Exprimer f{' et fJ en fonction de fi, f5, f1 et fa.

2. Montrer que

1 1
R ! 2 JE— 2 1 2:7 1 2
Vo € B, |f'@)P + 1 (alf @) +1)? = (a+1)
3. Montrer que Vz € R, |f(z)| <1 et que
1
Vz €R, |f(z)] < V(aﬂ)

4. Le but de cette question est de démontrer qu’il existe (¢, M) € Ri tel que

M,
Ve >0, ||f(@) -1 < =2

(a) Montrer que

vz eR, S (f(@)7@) + i@ —/ FO dt =0
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(b) Montrer que

vz >0, ( /f |2dt> —2 (f’(:c)Tw))

(¢) En déduire qu’il existe ¢ € ]R+ tel que

lim /|f (t)? dt =1

r—+oco

(d) Montrer qu'il existe M € Ry tel que

Yz > 0,

L [Ciropa-d <X

(e) Conclure.
5. (a) On suppose dans cette question que ¢ = 1. Montrer qu’il exite M; € R4 tel que

M

2 _q] < 221

¥ >0, [If@P ~1 <
(b) En déduire que ¢ < 1.

6. Montrer que |f| n’est pas périodique.

7. Pour (¢,x) € R} xR, on pose :

fo(@) = f(z) exp (ﬁf) , Ualt o) = \}%fa (;;)

(a) Existe-t-il t > 0 tel que W, (t,.) soit périodique ?

(b) Exprimer f/, f et |fa| en fonction de f, f', f” et |f].

(c) Justifier que pour tout (t,z) € R% xR, on a ¥,(.,z) € CLRT™,C) et Uu(t,.) € C*(R,C),
puis démontrer que ¥, vérifie I’équation (F,) :

0v,, 9%, 1 , 1
(Fo) =5~ (t2) + 5= (t2) + 5 Valt, @) <a!‘11a(t, ) + t) —0

8. Soit (ax)ren une suite & termescomplexes telle que la série de terme général k2ay, est absolument
convergente. Pour (t,z) € R? on note alors

—+00
— § :ake ik“t+ikx
k=0

(a) Montrer que ®q est bien définie sur R2.

(b) Montrer que pour tout (¢,z) € R? on a ®¢(.,x) € C1(R,C) et ®o(t,.) € C*(R). Calculer
00 (4, ) et L20(t, ).

(c) Soit (cy) une suite & termes complexes telle que lasérie de terme général k?c;, est absolument
convergente. Pour x € R, on pose

“+o0o
fO(-’E) — cheikx
k=0
Construire une fonction ¥q définie sur R} x R qui vérifie
- Pour tout (¢,z) € R, ¥g(.,z) € CL(R%,C) et y(t,.) € C*(R,C) et ¥y est solution de
Iéquation (Fp) c’est a dire
9*V

ov
2(tx) + o

ot
- Pour tout ¢t > 0, Wy(¢,.) est périodique.
- Pour tout x € R, Uy(1,2) = fo(z).

V(t,z) e RL xR, 4 t,x) +t5 \Ifg(t z)=0
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Partie 11

Pour m € R, on note M la matrice

10.

11.
12.

13.

0 —m O
M= m 0 0
0 0 O

Montrer que la suite (F,,(t))nen converge vers une limite notée F(t) € M3(R). Exprimer F(t)
en fonction de R(0), ou § dépend de m et de t.

Montrer que pour tout ¢t € R et X,Y vecteurs de R3, on a F(t)X.Y = X.F(—t)Y. En déduire
queF () (X AY)=(Ft)X)N(FQR)Y).
Montrer que F € C1(R, M3(R)) et que pour tout t € R, on a F'(t) = F(t)M.

Montrer que pour X € R3, MX.X = 0. Interpréter géométriquement 1’application R3 — R3,
X—= I3+ M)X.

Donner une condition nécessaire et suffisante sur m pour que la suite ((I3 + M)"),cn converge

dans M3(R).

Partie 111

On suppose que G € C?(R,R3) vérifie

Vz e R, G"(z) = = (I3 + M)G(z)) A G'(z)

N =

et que de plus

IGO0l =1, ((Is + M)G(0)).G'(0) =0

On pose

14.
15.

16.

Vr € R, T(z) = G'(2)
Montrer que pour tout = € R, ||T'(z)|| = 1.
Montrer geu pour tout z € R, (I3 + M)G(z) — 2G'(z) = 2G'(x) N G (x).
Pour (t,z) € R% x R, on définit G(t,z) = VIF (@) G (%), ou F' est définie a la question 9.
Montrer que pour tout (t,z) € Ry x R on a G(.,z) € CY(R%,R3) et G(¢,.) € C%(R,R?), puis
établir que B B B
V(t,z) € R} xR, %?(x,t) = aaf(x,t) A a;ﬂg(:c,t)

On suppose dans toute la suite de cette partie que m = 0 c’est a dire que

M:

o O O
o O O
o O O

On suppose de plus qu’il existe A > 0 tel que

G(0) = (0,0,2)), G'(0) = (1,0,0)
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17. Montrer que pour tout € R, on a |Gy(z)| < |z|, ou I'on note G; € C?(R,R) la premiere
coordonnée de G = (G1, G2, G3).

18. Montrer que G € C*®(R,R3).
19. Montrer que pour tout z € R, on a ||T"(z)| = .

20. Pour x € R, on introduit les vecteurs

n(x) = , b(z) =T(x) An(x)

de sorte que (T'(z),n(x),b(x)) forme une base orthonormale directe.
(a) En utilisant la question 15, montrer que pour tout z € R, on a 2V/(z) = —zn(x).
(b) En déduire que n/(z) = —AT(x) + 5b(x).

(c) Montrer que G vérifie

2
vz eR, G (z) + <>\2 + ﬂ) G'(z) — 2G(x) = 0

21. (a) Ecrire 1’équation différentielle linéaire Y + ()\2 + %) Y/ -2y =0, 00 Y € C3(R,R?),
sous la forme d'un systeme différentiel X’ = AX, ot X € CYR, M, 1(R)) et on A €
C(R, M, (R)), avec n € N*. On précisera n et A.

(b) Montrer que les coordonnées G1,Go, Gz de G vérifient
Ve € R, Gi(—z) = —Gi(x), Gao(—x) = Ga(z), G3(—x) = G3(x)

) Montrer que pour tout = € R, |G(2)|?> = 22 + 4)\2.

(d) Etablir que si G ne s’annule pas sur R*, alors G est une application injective sur R.

—
o

22. (a) Montrer que
3
Vz € R, |G} (x) — cos(Az)| < |g>\
Indication :On pourra admettre que pour r € C(R,R), si y € C*(R,R) vérifie y"(z) +
\2y(x) = r(z) pour tout = € R, alors
in(A 1 [*
y(x) = cos(A\z)y(0) + sm(/\ z) v (0) + )\/ r(s)sin(A(x — s)) ds
0

(b) En déduire qu’il existe A\g > 0 tel que si A > )\ alors il existe 29 # 0 tel que G1(zg) = 0.
23. Soit H € C%®°(R,R3) telle que |[H'(z)|| = 1 et |H"(x)|| # 0 pour tout z € R. On note
Tr(z) = H'(z), na(z) = Ty (x) /|| T ()| et ba(xz) = Ta(x) Ang(z). On admet qu'il existe
kr(z) et T (x) tels que
Ty (x) = kp (x)np(x)
ny(x) = —kg(x — T (x) + T (2)bE(x)
by (x) = —7r (z)np(x)

Exprimer kg et 7, puis montrer qu’il existe a € R tel que la fonction
1

o= e () of 3 (3) 9

est solution de I’équation (F,,) définie & la question 7¢, c’est a dire

. Ov O*w 1 5 1
t,0) € RL xR, 05 (1) + Sy (ta) 4 30(e,0) (al¥ 0P + 1) =0
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